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1 Uvod

Programiranje ograni¢enja (eng. constraint programming) se predstavlja si-
stemom ograni¢enja nad nepoznatim promenljivim. Zadatak je naéi reSenje.
Tacnije, potrebno je odrediti vrednosti promenljivih koje zadovoljavaju posta-
vljena ogranicenja, ukljuc¢ujuéi sluc¢aj kad ne postoje takve vrednosti.

Primer 1.1 Korisnik Zeli da odredi vrednosti x, y, z takve da zadovljavaju:
z+y+2>15

2z — 5y < 10

20+ 7z > 22

Jedna mogude resenje je:
z=0

y=0

z=16

Ogranicenja mogu da budu razli¢itog tipa. Na primer, postoje ogranic¢enja
iskazne logike (a A b), linearna ograni¢enja (a > 1), ogranitenja nad kona¢nim
domenom (a € {3,5,8})

2 Kako resiti pitanje ogranicenja?

Tradicionalni imperativni pristup koji ulaz obraduje na unapred definisan
nac¢in i izraCunava izlaz ne mora da dovede do efikasnog reSenja zbog broja
moguénosti za koje treba proveriti da li su resenja. Tag¢nije, korisnik moze za-
dati ogranic¢enja u kojima proveravajuéi sve mogucénosti dolazi do kombinatorne
eksplozije. Programska paradigma uz pomoé¢ koje opisujemo koja ogranicenja
reSenje treba da ispoStuje, a ne kako dolazimo do njega, naziva se deklarativna
programska paradigma (eng. rule-based language) i kljuéna je kod programira-
nja ogranicenja. Logicki jezici su primer deklarativne paradigme. U njima se
proizvoljnim redom uspostavljaju relacije i ograni¢enja nad promenjivim.[4]

U slu¢aju imperativne paradigme x < y se procenjuje u ta¢no ili netacno,
dok u paradigmi ograni¢enja zadaje relaciju izmedu objekata x i y koja mora
da vazi.



3 Podrska za programiranje ogranicenja

Podrska za ogranifenja moze biti ugradena u programski jezik (npr. Oz,
Kaleidescope). Za neke programske jezike podrska je data preko biblioteka.

Postoje razli¢ite bibloteke za pogramiranje ogranicenja za jezike C, C++,
JAVA, Phyton. Neke od biblioteka su IBM ILOG CPLEX, Microsoft 23...

Veéina Prolog implementacija uklju¢uje jednu ili vise biblioteka za programi-
ranje ogranicenja (B-Prolog, CHIP V5, Ciao, ECLiPSe, SICStus, GNU Prolog,
Picat,SWI Prolog).

4 Linearno programiranje

Pretpostavimo da je cilj maksimizovati funkciju oblika ¢’ x gde su ci z realni
vektori u R™ tj. za zadati vektor ¢ = (¢1,ca...c,,) pronadi x = (21, x2...2,) , ali
tako da vektor x zadovoljava ogranitenja oblika Ax < b gde je A realna matrica
dimenzija mxn i b realan vektor b = (b1, ba..., by, ). Napomenimo da se problem
u kom su ograni¢enja zadata u jednakosnom, a ne u nejednakosnom obliku
moze svesti na gore navedeni ubacivanjem dva nejednakosna ograni¢enja umesto
jednakosnog (Ax = b se menja sa Az < b i Ax > b). Matematicki gledano,
ogranicenja oblika Ax < b zadaju konveksni politop u R™ &ije su odgovarajuée
pljosni n hiperravni

n
Z aipTr = bi
k=1

za i € 1,2,...,m. Vrednosti za = koje zadovoljavaju gore navedena ogranicenja
nalaze se unutar tog konveksnog politopa (Politop je dat na slici 1)

Slika 1: politop simplex algoritma u 3D

Moze se pokazati da ako data funkcija dostiZe najveéu vrednost na granici
politopa, onda tu vrednost dostize u najmanje jednom temenu. S obzirom na to



da postoji konac¢an broj temena politopa, u ovom slu¢aju vreme izra¢unavanja
se redukuje. [3]

Takode, mogucée je pokazati da ako se ekstremna vrednost ne dostize u ne-
kom temenu, postoji ivica, koja ga sadrzi, duz koje vrednost funkcije strogo raste
iduéi od tog temena duZ pomenute ivice. Ako je ta ivica kona¢na, na drugom
kraju se dostize veéa vrednost. Ukoliko je ta ivica beskona¢na, uz pomo¢ vred-
nosti iz skupa ograni¢enja moZzemo dosti¢i proizvoljno veliku vrednost funkcije
i smatramo da je maksimalna vrednost co. [3]

Ukoliko ne dolazi do slu¢aja beskonaénih ivica, uz pomoé¢ simplex algoritma
i BFS-a je moguée odrediti maksimum funkcije. Dole navedeni primer detaljnije
pojasnjava algoritam.

Primer 4.1 Dat je graf G = (V, E) koji odgovara politopa. Temena politopa su
¢vorovi grafa, a ivice politopa su wice grafa. Za svaki ¢vor su poznate vrednosti
funkcije koja se maksimizuje. ZadrZavaju se ogranicenja sa pocCetka. Takode,
poznato je da maksimum funkcije nije co.

Optimal
solution

vertex

Slika 2: obilazak grafa

Simplex algoritam opisuje kako se dolazi do temena sa najve¢om vrednosti.
Na pocetku se bira proizvoljno teme za pocetno i obilazi se graf. U poseban
niz poseta za svako teme se ¢uva da li je posecen ili ne (1 ukoliko je posecen, 0
ukoliko nije). Proveravaju se vrednosti funkcije njegovih prvih suseda i prelazi
se u najveéi od njih, izmenivsi niz poseta. Ovaj postupak se ponavlja dok se
ne posete svi ¢vorove (dok niz poseta ne bude sadrzao sve jedinice). Ovakav
obilazak grafa je poznat kao BFS (eng. Breadth first search) ili obilazak grafa u
Sirinu. Obilazak grafa je dat na slici 2.

Interesantno je da je problem celobrojnog linearnog programiranja (zadrzava
se postavka problema za obi¢no linearno programiranje uz ogranicenje da su ele-
menti vektora z celi brojevi) znacajno tezi od obi¢nog linearnog programiranja.
Moze se pokazati da je to NP-kompletan problem.

“ Klasa problema za koje postoji nedeterministicki algoritam polinomijalne
vremenske slozenosti zove se NP. Problem X je NP-tezak problem ako je svaki



problem iz klase NP polinomijalno svodljiv na X. Problem X je NP-kompletan
problem ako pripada klasi NP, i X je NP-tezak.” [6]

Za dati vektor = u polinomijalnom (ovde kvadratnom) vremenu je mogude
proveriti da li ono zadovoljava ograni¢enja, dakle problem celobrojnog linearnog
programiranja jeste NP.

Preostalo je neki poznat NP-kompletan problem svesti na ovaj. U primeru
4.2 to ¢ée se uraditi uz pomoé problema klika.

“Problem klika je NP-kompletan problem” [6]

Klika je podgraf grafa u kome su svi ¢vorovi iz klike povezani sa svim ostalim
¢vorovima iz klike tj. potpun podgraf. Svodeéi klike na problem celobrojnog
programiranja, dobijamo da on nije laksi od njega, tj. jeste NP-kompletan
problem.

Primer 4.2 Dat je graf G = (V, E), |V| = n, x1, ©2, ... T, su ¢vorovi koje
modelujemo tako da je x; = 1 ako ulazi u kliku ili x; = 0 ako ne ulazi u kliku.
Dodatno ogranicenje je da svaka dva ¢vora izmedu kojih ne postoji grana vazi
da je x; +x; <1 (jer ne mogu oba pripadati kliki). Potrebno je naci maksimum

sume:
n
>
i=1

Ovim je problem proizvoljne klike u grafu sveden na specijalni sluc¢aj ce-
lobrojnog linearnog programiranja. Dakle, to nije laksi problem od problema
klika. Iz definicije NP-kompletnosti i primera dobija se da je problem celobroj-
nog linearnog programiranja NP-kompletan.

5 Primene i primeri

Osnovna primena programiranja ograni¢enja su najc¢esée u operacionim istrazivanjima
kod resavanja kombinatornih i optimizacionih problema. Naveséemo jos neke in-
teresantne primere gde je mogudce iskoristiti pristup programiranja ogranicenja.

Ovi primeri NISU osnovna primena, ali pospeSuju razumevanje:

Kriptoaritmetike (matematicke igre u kojima se resavaju jednacine kod kojih
su cifre brojeva zamenjene odredenim slovima), npr.
WRONG+ WRONG = RIGHT |2]

Rasporediti kraljice na Ssahovskoj tabli tako da se medusobno ne napadaju. [2]

Rasporediti topove na Sahovskoj tabli tako da se medusobno ne napadaju. [2]

e Resiti sistem nejednakosti, npr:
xz €{1,2,...,100}
y € {1,2,...,100}
x4y <100, x > 10, y < 50



e (Odrediti polozaje za najmanji broj predajnika tako da pokriva odredeni pro-
stor. [2]

e Definisati ponaSanje semafora tako da protok saobrac¢aja bude najbolji. [2]

6 Programiranje ogranic¢enja u Python-u

Modul python-constraint podrzava programiranje ograni¢enja na kona¢nom
domenu. [1]

Programiranje ograni¢enja nad kona¢nim domenom sastoji se od tri dela:
1. Generisanje promenljivih i njihovih domena

2. Generisanje ograni¢enja nad promenljivama

3. Obelezavanje (eng. labeling) - instanciranje promenljivih

U okviru Pythona reSenja se daju za sve promenljive tako da je instanciranje
podrazumevano. [2]

Primer 6.1 (kriptoaritmetika) Svakom karatkteru potrebno je dodeliti odgo-
varajucu cifru tako da je zadvoljena jednacina W RONG+W RONG = RIGHT.
Razli¢itim karakterima odgovaraju razlicite cifre. (ReSenje je dato na slici 3.)

import constraint

problem = constraint.Problem()

problem. addvariables(’WR’,range(1,10))
problem.addvariables(’ONGIHT’,range(18))

def o(w, r, 0, n, g, 1, h, t):
if(w*10000 + r*1000 + 0%160 + n*10 + g + w*10000 + r*100e + 0*180 + n*10 + g)
== (100e0*r + 1000*i + 100%g + 10*h + t):
return True

problem. addConstraint(o, "WRONGIHT™)

problem.addConstraint(constraint.AllDifferentConstraint())

resenja = problem.getSolutions()

Slika 3: resSenje primera 6.1



Primer 6.2 Pekara proizvodi hleb i kifle. Za meSenje hleba potrebno je 10
minuta, dok je za kiflu potrebno 12 minuta. Vreme potrebno za pecenje se za-
nemaruje. Testo za hleb sadrzi 300g brasna, a testo za kiflu sadrzi 120g brasna.
Zarada koja se ostvari prilikom prodaje jednog hleba je 7 dinara, a prilikom pro-
daje jedne kifle je 9 dinara. Ukoliko pekara ima 20 radnih sati za meSenje peciva
i 20kg brasna, koliko komada hleba i kifli treba da se umesi kako bi se ostvarila
maksimalna zarada, pod pretpostavkom da cée pekara sve prodati? (ReSenje je
dato na slici 4.)

import constraint

problem = constraint.Problem()
problem. addvariable('H", range(®,121))
problem. addvariable( ‘K", range(®,68))

def ogranicenje_vremena(h,k):
if 10*%h + 12%k <= 1200:
return True

def ogranicenje _materijala(h,k):
if 300*h + 120*k <= 20000:
return True;

problem. addConstraint(ogranicenje_vremena, 'HK')
problem. addConstraint(ogranicenje_materijala, 'HK')
resenja = problem.getSolutions()

max H = @
max K = @

for r in resenja:
if 7*r['H'] + 9*r['K"] > 7*max_H + 9¥max_K:
max H = r['H"]
max_K = r['K"]
print "Maksimalna zarada je {0:d}, komada hleba je {1:d}, a komada kifli {2:d}"
.format(7*max_H + 9*max_K, max_H, max_K)

Slika 4: reSenje primera 6.2

Primer 6.3 (AjnStajnova zagonetka) U ulici stanuje 5 ljudi razli¢itih na-
ctonalnosti tako da svaki od njih Zivi sam i svaka kuca je razlicite boje. Kuce
su poredane redom sleva nadesno. Svaki ¢ovek pije odredenu vrstu pica, pusi
odredenu vrstu cigareta i ima kuénog ljubimca. Sve navedene karakteristike su
razli¢ite za svakog od njih. Poznato je da:

1. Britanac Zivi u crvenoj kuci
2. Svedanin ima psa
3. Danac pije caj

4. Zelena kuca je levo od plave kuce



Osoba koja pusi Pall Mall posedugje pticu
Viasnik Zute kucée pusi Dunhill

Covek koji Zivi u centralnoj kuci pije mileko
NorveZanin Zivi u prooj kuci

Covek koji pusi Blend Zivi pored osobe koja ima macku

S L ™2 RS> ™

10. Covek koji ima konja Zivi pored osobe koja pusi Dunhill
11. Covek koji pusi BlueMaster pije pivo
12. Nemac pusi Prince
18. NorveZanin Zivi pored plave kuce
14. Covek koji pusi Blend ima za suseda osobu koja pije vodu
Ciji ljubimac je ribica? [5]

(Resenje otkucano u Prolog-u je dato na slici 5.)

right(X, ¥) :- X is Y+1.
left(X, Y) :- right(Y, X).
next(X, Y) :- right(X, Y).
next(X, Y) :- left(X, Y).

solution(Street, FishOwner) :-

Street = [
house(1, Nationalityl, Colorl, Petl, Drinksi, Smokes1),
house(2, Nationality2, Color2, Pet2, Drinks2, Smokes2),
house(3, Nationality3, Color3, Pet3, Drinks3, Smokes3),
house(4, Nationality4, Color4, Pet4, Drinks4, Smokes4),
house(5, Nationality5, Color5, Pet5, Drinks5, Smokes5)],

member(house(_, brit, red, _,_, _), Street),
member(house(_, swede, _, dog, _, _), Street),
member(house(_, dane, _, _, tea, _), Street),
member(house(A, _, green, _, _, _), Street),
member(house(B, _, white, _, _, _), Street),
left(a, B),

member(house(_, _, green, _, coffee, _), Street),
member(house(_, _, _, birds, _, pall_mall), Street),
member(house(_, _, yellow, _, _, dunhill), Street),
member(house(3, _, _, _, milk, _), Street),
member(house(1, norweigan, _, _, _, _), Street),
member(house(C, _, _, _, _, blend), Street),
member(house(D, _, _, cats, _, _), Street),
next(C, D),

member(house(E, _, _, horse, _, _), Street),
member(house(F, _, _, _, _, dunhill), Street),
next(E, F),

member(house(_, _, _, _, beer, bluemaster), Street),
member(house(_, german, _, _, _, prince), Street),
member(house(G, norwegian, _, _, _, _), Street),
member(house(H, _, blue, _, _, _), Street),
next(G, H),

member(house(I, _, _, _, _, blend), Street),
member(house(J, _, _, _, water, _), Street),
next(I, 1),

member(house(_, FishOwner, _, fish, _, _), Street).

Slika 5: reSenje primera 6.3
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